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XXIII. 


DELLE VARIABILI COMPLESSE NEGLI IPERSPAZI 


Nota I. 


« Rend. Accad. dei Lincei», ser. IV, vol. V,, 1889;; pp. 158-165. 


1. In alcune Note che ebbi l’onore di presentare a cotesta Accademia, 
ho considerato prima le funzioni dipendenti da altre funzioni, poi quelle 
dipendenti da linee, e da ultimo ho rivolto tali ricerche alla estensione della 
teoria delle funzioni di variabili complesse negli spazî a tre dimensioni ©), 

Quest'ultimo studio è relativo a variabili complesse dipendenti dalle 
linee di un campo a tre dimensioni legate fra loro da una condizione analoga 
a quella di monogeneità ed è uno studio preliminare necessario per la esten- 
sione della teoria di RIEMANN sugli integrali abeliani agli integrali multipli. 
Ciò si comprende osservando che la integrazione di funzioni di due varia- 
bili complesse dà luogo ad integrali estesi a superficie. Ora per questi inte- 
grali, come ha dimostrato POINCARÉ, vale il teorema analogo a quello di 
CAUCHY; perciò gli integrali stessi debbono dipendere dalle linee che limitano 
le superficie di integrazione. La integrazione doppia deve dunque condurre 
a considerare quelle funzioni che ho denominato funzioni di linee. 


2. Però, come si vede facilmente, limitandosi alla estensione agli spazî 
a tre dimensioni si viene a restringere lo studio degli integrali multipli ad 
un caso molto particolare. Perciò ho creduto opportuno di generalizzare i 
risultati trovati agli iperspazî; in tal modo si viene a prendere in esame il 
caso più generale degli integrali multipli. 

Mi permetto di presentare succintamente a cotesta Accademia alcuni 
dei resultati ottenuti nello studio generale che ho fatto delle variabili com- 
plesse negli iperspazî. Allorché si passa dallo spazio ordinario agli iperspazî 
non basta considerare delle funzioni di linee, ma bisogna esaminare le fun- 
zioni degli iperspazî immersi nello spazio totale. Quindi, se ci riferiamo ad 
uno spazio ad » dimensioni, dovremo considerare delle funzioni degli spazî 
a 0,1,:**:,72—1I dimensioni-in esso immersi. Onde procedere allo studio 
delle funzioni di iperspazî è necessario, innanzi tutto, estendere a queste 
funzioni i concetti di continuità e di derivazione. 


(1) « Rendiconti della R. Acc. dei Lincei », vol. IIIa, 1887, fasc. 4, 6, 7, 9, 10; vol, IV, 
1888, fasc. 3, 5. [In questo vol.: XVII, XVIII, XIX, pp. 294-350]. 
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3. Ecco come si ottiene questa estensione. Una variabile ọ si dirà fun- 
zione degli iperspazî S, (ad 7 dimensioni) immersi in un iperspazio S„ se ad 
ogni possibile iperspazio S, entro Sx, avente una certa direzione ®, corri- 
sponderà un valore di 9. Questa dipendenza si denoterà col simbolo 9=%@|[[S,]|. 
Supporremo di considerare sempre degli iperspazî chiusi. Scelto un punto 
P di S, si conduca per esso un iperspazio S„— normale ad S, ed in S,_, 
si prenda un intorno s di P. Facciamo percorrere a P tutti i punti 
di S,; avremo che s genererà una porzione di spazio ad 7 dimensioni che si 
chiamerà un intorno di S,. Consideriamo un punto P’ di s: mentre P 


(2) La parola direzione attribuita ad un iperspazio va intesa nel modo seguente. Un 
iperspazio (ad 7 dimensioni) è caratterizzato dalla varietà di valori di 7 variabili indipen- 
denti x, , %2:- -X,. Un iperspazio S, ad 7 dimensioni (7 < x) in esso immerso corrisponde 
alla varietà di valori che assumono le x , #2: +-+, , quando esse sono legate fra loro da x —r 
relazioni indipendenti, ovvero quando esse dipendono da 7 variabili indipendenti ©: , ©2 ;- * -© 
a cui sono legate da 7 relazioni 


Xi = Xi (01,023 Or) i—I,2. n. 


Ammessa la differenziabilità delle precedenti relazioni formiamo la matrice 


dr IT Xn 
wr dwi AR 
EE AARRE ZA Xi 
a 0° d0 


Sia A? il quadrato di questa matrice; ammetteremo che esso sia tale che fissato in un punto 
il segno di A, il segno stesso, per la continuità, resti fissato in tutti i punti. Quando si sarà 
stabilito il segno di A, si dirà che si è stabilita la direzione dell’iperspazio S,. La quantità 
dS = Ado: doz - -dor si dirà l'elemento dell’iperspazio. Prendiamo un determinante minore 


della matrice 


v dti, CE TA 
A; faidits 3 x A i 
1*2 RAT d%, 
5 A; ini, j- s 
e formiamo Q;, ip: i, = iir tal Le d; j,::«i, non muteranno sostituendo alle wr , 602, + +0, 


altre variabili legate alle prime da relazioni qualunque, e il segno delle a cambierà mu- 
tando la direzione dell’iperspazio: esse si chiameranno i coseni di direzione dell’iperspazio, 
e soddisfaranno alle relazioni seguenti 


2 A 
pa? A ta**'îr = I; 


r+ı 
pa (— 1) a;, int tis aisi Gis hg hy = O 


in cui E; è una somma estesa a tutte le combinazioni degli indici 7; 72: - +î,. Se uno spazio 
Sn, ad n—r dimensioni ha i coseni f4,---4,_, € in un punto comune con S, sì ha a; -ip = 
= Badr: essendo tutte le # differenti dalle 4 e la serie di numeri Zr.» +y% --An—r una 
permutazione sempre pari o sempre dispari dei numeri 1,2---7, si dirà che i due iper- 


spazî S, e Sx—, sono fra loro normali. 
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descrive S,, P’ descriverà ún nuovo iperspazio S, che si dirà appartenere 
all’intorno di S,. La funzione @|[S,]| sarà continua se, preso un numero c 
piccolo ad arbitrio, si potrà trovare un intorno di S,, tale che 


mod [9 | [S] |— ẹ | [S] |] < 9, 


appartenendo S, all’intorno scelto. 

-Oltre alla continuità di ọ |[S,] | ammetteremo soddisfatta la seguente 
condizione. Si passi dall’iperspazio S, all’iperspazio S, dando ad ogni punto 
di S, uno spostamento e variabile con continuità da punto a punto. Il luogo 
degli intervalli s è un iperspazio ad 7 + 1 dimensioni di ampiezza co. 

Ammetteremo che si possa rendere mod [ọ | [S,] | — ọ | [S,] |] minore di 
un numero scelto ad arbitrio, purché ø sia minore di un certo valore 0,. 

4. Ciò premesso, preso in S, un intorno s di un punto P, diamo ad s 
uno spostamento di ampiezza òx; parallelamente ad x;. Denotiamo con dg 
la variazione corrispondente di ọ. 

Supporremo che esista 


; čp ' ; 

lim ——— = È ( E »..72). 
E; da, (2 ES n) 
da,=o 


Chiameremo Pa; la derivata di ® rispetto ad x; nel punto P relativa ad S,. 
Ammettendo che il rapporto che comparisce nel primo membro della equa- 
zione precedente tenda uniformemente verso il suo limite, rispetto a tutti i 
possibili punti P ed iperspazî S,, e ammettendo inoltre che questo limite 
sia continuo, si ha facilmente che, dando ad ogni punto di S, uno sposta- 
mento risultante di dx;, òx,- -dxx, la variazione corrispondente di ọ è data, 
a meno di infinitesimi d’ordine superiore alle dx;, da 


(1) èp=| 3. 9.,dx;dS,. 


> 


r 


Le y, debbono soddisfare alla condizione che per tutti quei sistemi 
di spostamenti x; che portano lo spazio S, in sè stesso, dg deve risultare 
nullo. Mediante questa osservazione si trova che le ọ,,, possogo esprimersi 
mediante dei paramenti A, ,9,...9,,, che soddisfano alla condizione di cam- 
biar segno per ogni trasposizione degli indici, nella maniera seguente: 


(2) Pa; = Die i ,9,::9, Xg, ACLI PE) 


in cui X, è estesa a tutte le combinazioni degli indici g,- + ‘9, € %g,9,---g, SONO 
i coseni di direzione dell’iperspazio S,. I parametri 47,...9,,,, Oltre a dipen- 
dere dall’iperspazio S,, dipendono anche dal punto in cui si prende la 
derivata. 
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5. Siano S, e S; due iperspazî aventi una porzione s a comune, la cui 
direzione sia differente, secondoché si ritiene appartenente al primo o al 
secondo iperspazio. Denotiamo con S,' l’iperspazio che si ottiene togliendo s 
dall’insieme di S, e S; e che ha per direzione quella dei due iperspazî. 

Se è soddisfatta la condizione 


@|[S.]|= @|[S1]+.@|[S-]] 


` 


diremo che ọ è di primo grado (semplice). Quando è soddisfatta la prece- 
dente condizione si ha immediatamente che, se l'ampiezza di S, diminuisce 
indefinitamente, — 


(3) lim ọ | [S,] | = o. 


Si può inoltre dimostrare il seguente teorema: 

Se © è una funzione di primo grado degli iperspazi S, , immersi in un iper- 
spazio S,, esistono per ogni punto di S, un sistema di valori che possono pren- 
dersi come parametri Mg, g,-.-a,3, Per tutti gli iperspazi che passano per quel 
punto. 

Dalle formule (1), (2) e (3), denotando con Ay,,4,..:4,,,, Questi va- 
lori indipendenti da S, che possono prendersi come parametri X7,,4,...9, RA 


si ha la formula 


P | [Sx] | (ai: > Ag, 12° rt: Be, 12° Ir+1 dS,,, 


Sri 


in cui S,+; è un iperspazio aperto ad 7+1 dimensioni limitato dall’iperspazio 
S,, e avente Be, 2,---4,,; per coseni di direzione. 
Se S,., si impiccolisce indefinitamente riducendosi ad un punto P, posto 


gypsi f dnp 


Sr41 


si avrà 


KA, [S-+1] | -A do 


lim Sr+1 VA: Da Aq, darti Be, da 1741: T dSr+: 


in cui le 8 rappresentano i coseni di direzione di S,4+; in P. Prendiamo S,,, 
tale che in P tutti i coseni ß siano nulli, eccettuato f;,i,...,,, = Ij avremo 


Panna. Di fl 10725) | PAS 
lim ii; > gli = Ai, ria 410 
Perciò porremo 
p 
PITS GTO RIN mj 3 (Xis tia: Zipp) 


e la chiameremo la derivata di © rispetto a Xi, , Xi Xi, y 
6. Per procedere alla ricerca delle condizioni necessarie e sufficienti 


a cui debbono soddisfare queste derivate è necessario estendere il teorema 
di STOKES al caso degli iperspazî. Una tale estensione si ottiene senza dif- 
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ficoltà. Siano L;,;,- --i, delle funzioni dei punti di un iperspazio S, finite 
e continue insieme alle loro derivate prime e tali che ogni trasposizione degli 
indici ne muti il segno. 
Si formi 
rt+i 


NE Li. nets tripa: rtr 
Miri — 2. (— iy esili . 

Denotiamo con S, il contorno di un iperspazio S,4: ad r + I dimensioni 
Sarto ed immerso in S,; con Me geiir i coseni di direzione di S,}, e con 
Bi i-i, quelli di S,. 

"Ta estensione del teorema di STOKES consiste nella formula REANA 

[EM 6. Xi, în 41454: m iL. Li f3 «i, E AE 45 
Sr41 S, 
Così stabilita questa formula fondamentale, se ne deduce che le condizioni 
necessarie e sufficienti a cui debbeno soddisfare le derivate di una funzione 
di primo grado ọ |[S,]| sono le seguenti: 
r42 


d 
2. (— 1) WOE A EOR Grin la r N 
i ə (Xi, Veg Fig pr Kip4.3) 
Queste condizioni si chiameranno le condizioni di integrabilità a cui deb- 
bono soddisfare le derivate di una funzione di primo grado. 


d(Y:Y2:-:Yn) 
d (Xr Xa: > Xn) 


zionale delle variabili y rispetto alle variabili x. Le formule ad un cambia- 
mento di variabili per le funzioni di iperspazî possono allora scriversi 


7. Adottiamo il simbolo per denotare il determinante fun- 


do E 39 dix fia i Eiry) 
f] (4, Th, . ‘8454 f] (ti TOR se) d (2h, Xh . E R, 

8. Passiamo ora ad estendere alle funzioni di iperspazî il concetto fon- 
damentale della monogeneità. A tal fine basterà considerare due funzioni 
fe © complesse e di primo grado degli iperspazî S, immersi in S,, tali che, 
in un punto P qualunque dell’iperspazio totale S,, il rapporto 


do. df 
dept Bi 


dipenda da P soltanto. Il collegamento fra le due funzioni f e @ espresso 
dalla precedente condizione si dirà un collegamento di isogeneità o altrimenti 
si diranno zsogeze le due variabili complesse f e @. 

Poniamo, col separare lé parti reali dalle immaginarie, 


of ; ; 

9 (Fix Tin iya) sa fi iti CE Gi cc cintr -g> di - lgi, 
do ea 

I (Xi tig: * *Xip41) == Di. "iti ap Xi, a = ÖF Xis 
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denotando l’insieme degli indici 7, - -7,; con I, cioè ponendo (7, %,° + -7;4:)=I. 
La condizione necessaria e sufficiente affinché f e ọ siano isogene sarà 


di + i% gå Onu + 2Xa 
Pi + 191 T da + 195 
essendo H = (4,,4,---An) un’altra combinazione qualunque degli indici. 
Dalla equazione precedente si deduce 
© Pu — @y di = Vr Za — Uan Di 
© da — Da gı = Ya Pi — Ju Pa . 


(4) 
Poniamo 
Di Da + 919n = Era 
Pigi fugi = Dare 
Fra le E e D passeranno le relazioni 


pa fi Ex + ua Eu + Da Eg = 0 


Em , En 


SED EA 
Bui Ga: IK HL 


Risolvendo le (4) rispetto a @, e y; si otterrà 


i Emyu—En%a __ En ©r— En Ön 3 


(5) E TE ATT. S Din 


Osservando ora che il primo membro delle precedenti equazioni è indi- 
pendente da H, mediante un calcolo semplice avremo 


~ Exa 1 4 dog Eik xa d Em ©x — Er Ön 
Oi = Riti) at i PAIR T , $ tè PEA o A 


Dex 


Dalle formule precedenti si deduce che, comunque si prendano I, H, K, 
si ha sempre 


Dik O, FP Dr Ön + Di Ök = 0 
© 


Dax Xa. Daut. Da @x =0. 


9. Riprendiamo le equazioni (5); da esse si deduce 


(7) To) ga: Qr,Xi| _ Em xx yı — Er xu xa + Err xa Xi — Era Xx Ut ( 
LITI Dn | &L T 6 nr Dn Dak 


Scambiando I con H e L con K, l’ultimo membro della equazione pre- 
cedente non muta. Quindi avremo 


va MEL 
— Dux 


I 
Dr 


Di; XI Du , Xu 


ÕL, XL Ök, XK 


vale a dire le ®, sono indipendenti da I e da L e perciò le denoteremo 
tutte con @. Prendiamo nella (7),I=H, L= K; si avrà 
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Questa formula dimostra che © è una quantità positiva. 
Scambiando nella (7) © con y e p cong, la © non muta; avremo quindi 
per ® l’altra espressione 


> WAN Em Ör Ör — Er Ön Ör + Err Ön r — Ern @x ði 


Dr Duk 


Separiamo in ọ = ®, + < 9, la parte reale da quella immaginaria, e 
poniamo, adoperando i simboli già introdotti, 


n = Brioni le it 
E AC Ae: a i) „Jera Ca) 


22 L'AS 22 


RUE ipai: ETE ei ia Fa I 


ove (x) sostituisce (x; %i + EZ P ponendo cioè (x,) = (x; Xi, e Xi, pi 
Le espressioni di ® potranno scriversi 
dpr Ir ID Aa MC. EC 
LR d (xx) d(21) Ca 3 (zu) 3 (21) AES (än) (2) ain d (xx) d(41) 
ð = 
Dir Duk 


ove in luogo di y può porsi tanto 9, quanto ọ,. 


10. Teniamo ora conto che le é e le y debbono soddisfare le condizioni 
di integrabilità ($ 6) 


r+ 9 r+2 
í — nie A à . = PALMER Sd en è P — 0° 
pA (—I Y I da, LP PINE PRI, PSA o, È: ( I) Ea VERE r Aea AES ‘3,42 O; 
I 


avremo quindi, a cagione delle (5), 


3 Sr ð dg E; “is 1 Î54100%5 42: TX Eir--isi isr’ ir42 E RSI 
Crk Dix 
Yy . . Pa . . ®. . 

dx, lx Da 


Adoperando dunque i noti simboli, si ha che tanto 9; quanto ọ, do- 
vranno soddisfare le equazioni seguenti (vedi form. 6) 


= 


A 
; e} A ; Sd 
\ PES Ei-ei i ELR ka ER Sn ae RE PN eoira >’ SEN Xu) | 


ESA SI 9. ð (xx) 
J 2. 1) WA Dux 


dp ap a TAO 
Due gt + Da gl + Da gy a Cha 


Reciprocamente può dimostrarsi che se + |[S,]| funzione di primo 
grado reale soddisfa alle precedenti equazioni, essa potrà considerarsi come 
la parte reale di una funzione ) + 78 che possiede un legame di isogeneità 
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con f. Le equazioni (8) funzionano nel nostro caso come la equazione A° = o 
nella ordinaria teoria delle funzioni di variabile complessa e le equazioni 
(E) da me date nella Nota I cit. Sopra una estensione della teoria di Rie- 
mann ecc. 


11. La parte della teoria esposta sino a questo punto si mostra del tutto 
simile a quella che diedi già nelle Note citate per le funzioni di linee nello 
spazio ordinario. Però se si cercano le condizioni necessarie pel collegamento 
di isogeneità risulta chiaramente la differenza che passa fra il modo di com- 
portarsi delle funzioni di linee nello spazio ordinario e quelio delle funzioni 
generali negli iperspazî. Infatti mentre per le prime fu trovato che le dette 
condizioni si riducono solo a quella di essere funzioni di primo grado (sem- 
plici), per le altre una tale condizione non risulta più sufficiente. 

Una funzione di primo grado negli iperspazî è suscettibile del colle- 
gamento di isogeneità solo quando esistono integrali comuni ad un certo 
sistema di equazioni lineari e omogenee alle derivate parziali. 

La esposizione dello studio di un tale sistema, della estensione del col- 
legamento di isogeneità fra funzioni di spazî di un numero diverso di dimen- 
sioni e finalmente la estensione al caso generale del teorema di CAUCHY 
spero potranno formare argomento di un’altra Nota. 
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